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El Teorema Fundamental del Calculo ﬂ 4

Por las indicaciones dadas en el capitulo anterior, el lector ya habrd adivinado cudl va a
ser el primer teorema de este capitulo. Sabemos que si f es integrable, entonces F(x) =
[ f es continua; es natural, pues, preguntarse qué ocurre cuando la funcién original f
es continua. Resulta entonces que F es diferenciable (y su derivada es particularmente
sencilla).

Teorema 1 (el primer Teorema Fundamental del Calculo). Sea f integrable en [a,b), y defina-
mos F en [a,b] mediante

X
Fw= [ r.
a
Si f es continua en c de [a,b], entonces F es diferenciable en c, y
F'(c) = f(c).

(Si ¢ = a o b, entonces se entiende que F'(c) significa la derivada por la derecha o por
la izquierda de F.)

Demostracién. Supondremos que ¢ es un punto de (a,b); las sencillas modificaciones para
el caso ¢ = a o b se dejan para el lector. Por definicion,

) g P ZFQ)

Supongamos primero que - > 0. Entonces

c+h
F(c+h)—F(c):/ I
c
Definamos my, y M}, de la manera siguiente (Figura 1):

my, =inf{f(x):c <x<c+h},
My =sup{f(x):c<x<c+h}.

Segun el Teorema 13-7 deducimos que

c+h
mh'hS/ f<My-h.
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286 PARTE 3 Derivadas e integrales
Por tanto
my < F(c+h)—F(c) <M,
Si h < 0, Gnicamente deben cambiarse algu-
nos detalles de la demostracion. Sea
my, =inf{f(x):c+h<x<c},
My =sup{f(x):c+h<x<c}.
w : Entonces
. c c+h
Figura 1 c
my - (—h) < f<My-(—h).
c+h
Como
c+h c
Fle+h) —F(c) :/ f= _/
c c+h
obtenemos

mp-h>F(c+h)—F(c)>My-h.
Como h < 0, al dividir por & se invierte nuevamente la desigualdad, obteniéndose el

mismo resultado que en el caso anterior:

cFletm=Fle)

Esta desigualdad es cierta para cualquier funcion integrable, sea o no continua. Sin em-
bargo, como f es continua en c,

lim =IlimM, =
P S S fle),

y esto demuestra que

P(e) = 1im TN IO .

Aunque en el Teorema 1 se considera dnicamente la funcién obtenida al variar el
limite de integracién superior, un sencillo argumento demuestra lo que ocurre cuando lo
que varia es el limite de integracién inferior. Si G se define mediante

6= ['r.

entonces

s=["r-[r
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CAPITULO 14 El Teorema Fundamental del Calculo 287

Por consiguiente, si f es continua en ¢, entonces

G'(c) = —f(c).

El signo menos que aparece en la igualdad anterior permite extender el Teorema 1 al
caso en que la funcién
X
Fo= [ s
a

esté definida incluso para x < a. En este caso podemos escribir

F@)=— [ 1,

de manera que si ¢ < a obtenemos

exactamente lo mismo que antes.

Obsérvese que en cualquier caso la diferenciabilidad de F en c estd asegurada por
la continuidad de f dnicamente en c. Sin embargo, el Teorema 1 es mucho mas intere-
sante cuando f es continua en todos los puntos del intervalo [a,b]. En este caso F es
diferenciable en todos los puntos de [a,b] y

F =t

En general, es extremadamente dificil saber si una funcién f dada es la derivada de
alguna otra funcidn; por esta razén el Teorema 11-7 y los Problemas 11-60 y 11-61
son particularmente interesantes ya que revelan ciertas propiedades que f debe poseer.
Sin embargo, si f es continua no hay ninguna dificultad —segin el Teorema 1, f es la
derivada de alguna otra funcidn, en particular la funcién

F(x):/:f.

El Teorema 1 tiene un corolario sencillo que, a menudo, reduce el cilculo de integra-
les a una trivialidad.

Corolario. Si f es continua en [a,b] y f = g’ para alguna funcion g, entonces

b
| =sb)-s@.

Demostracion. Sea
X
H@:/ﬁ
a

Entonces F’ = f = g’ en [a, b]. Por consiguiente, existe un nimero c tal que

F=g+ec.
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El ndmero ¢ puede calcularse facilmente: obsérvese que

0=Fla)=g(a)+c.

-

por tanto ¢ = —g(a); asi

F(x) = g(x) — g(a).

Esto se cumple, en particular, para x = b. De manera que
b
| 1 =F®) =)~ sl .
a

A primera vista, la demostracion de este corolario parece indtil ya que, ;Cudl es la
ventaja de saber que

b
| r=st)-s@

si g es, por ejemplo, la funcién g(x) = [ f? La ventaja radica en que podria conocerse
una funcién, muy distinta a la funcién g, con esta propiedad. Por ejemplo, si

entonces g'(x) = f(x) de manera que obtenemos, incluso sin tener que calcular sumas
inferiores y superiores:

b b3 a3
2
dx=-——".

/ax X 3 3

Se pueden tratar, andlogamente, otras potencias; si n es un nimero natural y g(x) =
¥t /(n+1), entonces g’(x) = x", por tanto

b bn+1 n—+1
/ xX'dx = _4 )
a n+1 n+1

Para cualquier nimero natural n, la funcién f(x) = x™" no estd acotada en cualquier
intervalo que contenga 0, pero si a y b son ambos positivos o negativos, entonces

b b7n+l —n+1
/ x "dx = _ 4 .
a -n+1 —-n+1

Naturalmente esta féormula s6lo es vélida si n # 1. No conocemos ninguna expresion
sencilla para
b1
—dx.

a X
El problema de calcular esta integral se discute mds adelante pero constituye una
buena oportunidad para advertir sobre la posibilidad de cometer un serio error. La con-
clusion del Corolario 1 se confunde a menudo con la definicidn de las integrales —muchos
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estudiantes piensan que | ab f se define como: “g(b) — g(a), siendo g una funcién cuya
derivada es f”. Esta “definicién” no sélo es errénea, sino también inttil. Una razén de
ello es que una funcién f puede ser integrable sin ser la derivada de ninguna otra fun-
cién. Por ejemplo, si f(x) =0 parax# 1y f(1) =1, entonces f es integrable, pero f
no puede ser una derivada (;Por qué no?). Otra razén, mucho mas importante, es que si
f es continua entonces sabemos que f = g’ para alguna funcién g; pero esto lo sabemos
tinicamente por el Teorema 1. La funcién f(x) = 1/x constituye un ejemplo excelente

de este hecho: si x > 0, entonces f(x) = g’(x), siendo
* ]
glx)= [ —dt,
1t

y no conocemos ninguna otra funcién g mas simple con esta propiedad.

El corolario del Teorema 1 es tan util que frecuentemente se le denomina el “Segundo
Teorema Fundamental del Célculo”. En este libro, dicha denominacion se reserva para
un resultado algo més fuerte (aunque en la prictica no mucho mds util). Como acabamos
de comentar, una funcién f podria ser de la forma g’ incluso aunque f no fuese continua.
Si f es integrable, entonces todavia es cierto que

b
| =sb)-s@.

Sin embargo, la demostracién debe ser totalmente diferente —no podemos utilizar el Teo-
rema 1, lo que nos obliga a volver de nuevo a la definicién de las integrales.

Teorema 2 (el segundo Teorema Fundamental del Calculo). Si f es integrable en la,b] y f =
g para alguna funcién g, entonces

b
| £=s)-s(a).
a
Demostracion. Sea P = {ry,...,#,} una particion cualquiera de [a,b]. Segin el Teorema
del Valor Medio existe un punto x; de [t;_1,#;] tal que

g(ti) —g(ti1) = &' () (ti —1i1)
= f(x)(ti —tiz1).

Si

entonces claramente
mi(ti—ti—1) < f(xi)(ti—tio1) < Mi(ti —ti),
es decir,

mi(ti—ti—1) < g(t;) —g(tiz1) < Mi(ti —ti1).
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290 PARTE 3 Derivadas e integrales
Sumando estas ecuaciones para i = 1,...,n obtenemos
) =x°
n n
Zmi(fi —ti1) <g(b)—gla) < ZMi(ti —ti—1)
i=1 i=1
de manera que
. L(f,P) < g(b) —8(a) < U(f,P)
|
b para toda particion P. Pero esto significa que
b
s(b)~gl@= [ 7. .
a
Ya hemos utilizado el corolario del Teorema 1 (o, equiva-
Figura 2 lentemente, el Teorema 2) para hallar las integrales de unas
pocas funciones elementales:
b bn+1 an—H
X'dx = ———, n# -1
/a n+1 n+1’ 7
/I fx) =x? (a y b ambos positivos o ambos negativos si n < 0).
1 —
) Como ya indicamos en el Capitulo 13, esta integral no siem-
/ . . e .z
/ pre representa el drea limitada por la grafica de la funcién, el
y eje horizontal, y las lineas verticales por (a,0) y (b,0). Por
//g(x) = ejemplo, si a < 0 < b, entonces
gl | b
! / x> dx
1 a
no representa el drea de la region representada en la Figura 2;
dicha 4rea se calcula mediante la expresion
Figura 3 0 b o* 4 "
3 3 a
— d / dx=—|——— —_———
(/Hx x>—|—0xx <4 4)+<4 4>

at b
=7 + T
Debe también tenerse un especial cuidado al calcular las areas de regiones limitadas
por las gréficas de dos o mds funciones —un problema que a menudo puede exigir un
grado considerable de ingenio. Supongamos, para dar primero un ejemplo sencillo, que
se desea hallar el 4rea de la regién, representada en la Figura 3, entre las gréificas de las
funciones

en el intervalo [0,1]. Si 0 < x < 1, entonces 0 < x* < x?, de manera que la grifica de g
se encuentra por debajo de la grifica de f. El drea de la region de interés es, por tanto,

area R(f,0,1)— drea R(g,0,1),
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CAPITULO 14 El Teorema Fundamental del Calculo 291

que es igual a
' '3
/xdx—/xdx: 41_1 11—2
0 0
. . a b
Esta 4rea podria haberse expresado como
g

b
/a (f—8) 0

Si g(x) < f(x) para todo x de [a,b], entonces dicha integral
representa siempre el drea limitada por f'y g, incluso aunque f+c
f v g sean a veces negativas. La manera més facil de visua-
lizarlo se muestra en la Figura 4. Si ¢ es un nimero tal que
f+cy g-+cson no negativas en [a,b], entonces la region g+c
R, limitada por 'y g, tiene la misma 4rea que la region R, !

limitada por f + cy g+ c. Por consiguiente, a

W=

S~ [———

b b
éreaRlzéreaRzz/ (f+c)—/ (g+¢) (b)

b

Figura 4

Esta observacion es ttil en el siguiente problema: hallar

el drea de la region limitada por las graficas de 2(x) = 2

f)=x—x y glx)=x"

Primero debe determinarse la regiéon de manera més precisa.
Las gréficas de f'y g se intersecan cuando /
|

S

B —x =2, 1= V3 1y
0 X —x>—x=0, 2 2
x(x>—x—1) =0,
1+V5 1-v/5

272

o x=0, Figura 5
En el intervalo ([1 —+/5]/2,0) se verifica que x* —x > x? y en el intervalo (0,[1 +

V/5]/2) se verifica que x> > x> — x. Aunque estas desigualdades son evidentes obser-

vando las graficas (Figura 5), pueden comprobarse facilmente, de la manera siguiente.

Como f(x) = g(x) sélosix =0, [14++/5]/2,0 [l —+/5]/2, la funcién f — g no cambia de

signo en los intervalos ([1 —+/5]/2,0) y (0,[14+/5]/2); por tanto, tan sélo es necesario

observar, por ejemplo, que
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para concluir que

f—g>0en ([1-V5]/2,0),
f—g<0en (0,[145]/2).

El area de la region en cuestion es pues

0 1+2¢§
/l s (x3—x—x2)dx+/ ¥ — (x> —x)]dx.
: 0

2

Como ilustra este ejemplo, uno de los principales problemas del célculo de 4reas
puede ser la determinacion exacta de la regién cuya area desea calcularse. Sin embargo,
existen otros problemas mds substanciales de naturaleza 16gica —hasta ahora hemos de-
finido solamente las dreas de ciertas regiones muy especiales, que incluso no incluyen
algunas de las regiones cuyas dreas hemos calculado! Simplemente hemos supuesto que
tenia sentido atribuir un 4rea a dichas regiones y que se cumplian ciertas propiedades
razonables del “drea”. Estas observaciones no significan que el lector no deba utilizar el
ingenio para el cdlculo de 4reas, sino que indican simplemente que existe una manera
mejor de definir las dreas, aunque el lugar apropiado para hacerlo serfa en un libro de
célculo avanzado. El deseo de definir el drea fue la motivacidn, tanto en este libro como
histéricamente, de la definicion de integral, pero la integral no proporciona realmente el
mejor método para definir las areas, aunque generalmente es la herramienta adecuada
para calcularlas .

Puede ser desalentador saber que las integrales no son adecuadas para el propdsito
por el cual fueron inventadas, pero pronto veremos lo esenciales que resultan ser para
otros propdsitos. Ya hemos comentado la utilidad mas importante de las integrales: si f
es continua, la integral permite obtener una funcién y tal que

Esta ecuacion constituye el ejemplo més sencillo de una “ecuacién diferencial” (una
ecuacién de una funcién y que incluye las derivadas de y). El Teorema Fundamental del
Célculo afirma que dicha ecuacion diferencial tiene una solucién si f es continua. En
capitulos sucesivos, y en varios problemas, resolveremos ecuaciones mas complicadas,
pero la solucidn casi siempre dependerd, de alguna manera, de la integral; para resolver
una ecuacion diferencial es necesario construir una nueva funcién, y la integral es una
de las mejores maneras para hacerlo.

Como las funciones diferenciables suministradas por el Teorema Fundamental del
Célculo van a desempefiar un papel esencial en nuestro estudio posterior, es muy impor-
tante saber que dichas funciones pueden combinarse, al igual que ocurre con otras no
tan sofisticadas, para obtener todavia mas funciones cuyas derivadas pueden calcularse
mediante la Regla de 1a Cadena.

Supongamos, por ejemplo, que

X3 1
= ——dt.
f) /a 1+ sen?t
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Aunque la notacidén dificulta la interpretacion, en realidad f es la composicién de las
funciones

X 1
3
= x F(x) = - 4t
Cx)=x"y (x) /al senztdt

De hecho, f(x) = F(C(x)); en otras palabras, f = F o C. Por tanto, aplicando la Regla
de la Cadena,

f'(x)=F'(C(x))-C'(x)
=F'(x*)-3x*
1! 2
T Ttsen?

Si, por el contrario, f se define mediante

a 1
flx) = /x% 1 +sen?t at,

entonces
1
T L een243 327
1+sen x

flx) =

Si f se define mediante la composicion inversa,

. 3
0= ([ et
110) = CFW)-Fx)

2
* 1 1
—3( )/ — @)
</a 1+ sen?s > 1+sen’x

Ry

—
1 +sen?t
a 1 d
— - t’
8(x) /Senx 1 +sen?t

x 1
h(x) = ——dt
(x) = sen </a 1 +sen?s ) ’

1
1 +sen?(senx)
_ —1
1 +sen?(senx)

X 1 1
H(x) = /741; ——
(x) COS( a 1+sen’t > 1 +sen?x

entonces

Andlogamente, si

entonces

f'(x)

- COS X,

g (x) - COS X,

@D
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La funcidn de aspecto aterrador

1= | ([rkma) 1

1+ sen?t
es también una composicién; de hecho, f = F o F'. Por tanto
f(x)=F'(F(x))-F'(x)
1 1
1 1+sen?x’
1+sen?t

1 +sen? <f;

Como muestran estos ejemplos, la expresion situada en el limite de integracidn supe-
rior (o inferior) es aquella funcion que aparecerd a la derecha cuando f se escribe como
una composicién. Como un dltimo ejemplo, consideremos las composiciones triples

X 1 d
————dt
(,(, 1+ sen?s >
1

x3—d1 .
f(x) = /</a L sen’s > ¥dl‘, g(x) :/ /al-l—senztdt ¥dl‘
a a

1+ sen?t 1+sen?s

que pueden escribirse como
f=FoFoC y g=FoFoF.

Omitiendo los pasos intermedios (que el lector puede ir calculando, si todavia se siente
inseguro), obtenemos

1 1
/ — . 3 2’
F) 2 I +sen2
1 +sen? / —dt
a 1+sen?t
1 1
/ _ .
o 2 </ l+slen2tdt> 1 1 + sen? (/X édt)
1 “ ——dt 2
+ sen /a [ sen?: o 1+sen“t
1
1+sen?x’

Como en el caso de las diferenciaciones mds simples del Capitulo 10, estas diferencia-
ciones se hacen mucho més sencillas con la practica proporcionada por algunos de los
problemas, y, al igual que ocurria con los problemas del Capitulo 10, constituyen una
manera de comprobar si el lector ha entendido la Regla de la Cadena, en el contexto algo
menos familiar ofrecido por el Teorema Fundamental del Calculo.

Las importantes aplicaciones de la integral, que consideraremos en los siguientes
capitulos, dependen del Teorema Fundamental del Célculo, a pesar de que la demostra-
cién de dicho teorema resulté ser bastante sencilla —da la impresién de que la auténtica
dificultad radicaba en la definicién de la integral. En realidad esto no es del todo cierto.
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Para poder aplicar el Teorema 1 a una funcién continua, es necesario saber que si f es
continua en [a, b], entonces f es integrable en [a, b]. Aunque ya hemos dado una demos-
tracion de este resultado, existe otro argumento mas elemental que quizas el lector pueda
preferir. Como la mayoria de los argumentos “elementales”, el que vamos a dar es bas-
tante artificioso, pero tiene la virtud de que obligara al lector a revisar la demostracién
del Teorema 1.

Si f es cualquier funcién acotada en [a, b], entonces

sup{L(f,P)} y nf{U(f,P)}

existen ambos, incluso aunque f no sea integrable. Estos nimeros se denominan la ““in-
tegral inferior” de f en [a,b] y la “integral superior” de f en [a,b], respectivamente,

y los representaremos mediante
b b
L / fy U / f.
a a

Las integrales superiores e inferiores comparten varias propiedades con la integral. En
particular, si a < ¢ < b, entonces

L/abf—L/acf—i—L/cbf y U/abf—U/achrU/cbf,

y sim < f(x) < M para todo x de [a, b], entonces

m(b—a)gL/abng/abng(b—a).

Las demostraciones de estos hechos se dejan como ejercicios para el lector, ya que son
muy similares a las demostraciones correspondientes para las integrales. De hecho, los
resultados obtenidos para las integrales son un corolario de los resultados correspondien-
tes a las integrales superiores e inferiores, ya que f es integrable precisamente cuando

L/abf:U/abf.

Demostraremos que una funcién continua f es integrable, probando que esta igualdad
siempre se verifica para las funciones continuas. En realidad, es més facil demostrar que

L r=u[y

para todo x de [a,D]; la estrategia consiste en observar que la mayor parte de la demos-
tracién del Teorema 1 no dependi6 del hecho de que f fuese integrable.

Teorema 13-3. Si f es continua en [a,b), entonces f es integrable en [a,b].

Demostracion. Definamos las funciones Ly U en [a,b] mediante

L(x):L/:f y U(x):U/:f.
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Sea x un punto de (a,b). Sih >0y

my, =inf{f(t) :x <t <x+h},
My =sup{f(t) :x <t <x+h},

entonces
x+h x+h
mph <L [ <0 [ p<men,
X X
por lo tanto
my-h <L(x+h)—L(x) <U(x+h)—U(x) <Mj,-h

L(x+h)—L(x)

IN

mp
Sih<O0y

my, =inf{f(t) :x+h <t <x},
My =sup{f(t) :x+h<r<x},

se obtiene la misma desigualdad, al igual que en la demostracién del Teorema 1.

Como f es continua en x, resulta que
i =l = 1),
y esto demuestra que
L'(x) =U'(x) = f(x) paraxde (a,b).
lo cual significa que existe un nimero c tal que
U(x) =L(x)+c paratodo x de [a,b].

Como

el nimero ¢ debe ser igual a 0, por tanto
U(x) =L(x) paratodo xde [a,b].
En particular,
b b
v/ r=u)=te)-1/ r.
a a

y esto significa que f es integrable en [a, b].
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Problemas

1. Hallar las derivadas de cada una de las siguientes funciones.

X3 (/x sen3tdt> 1
1) F(x)= Stdr. i) F :/ ! _—
(i) F(x) /a sen (if) F(x) 3 1 +sen®z + 12
* Y 1 1
iii) F(x) = ————dt | dy. F(x 7dt
(i) F(x) /5 (/8 14172 +sen’t > Y @) 1 +1% +sen’t
(v) F(x ol dr. (vi) F(x) / /y 3tdr | d
— 5 A% = sen sen sen .
v 1 +12+sen?t * 0 0 g
*1
(vii) F~!, siendo F(x) = —dr.
1 —— (Hallar (F~')’(x) en términos de F~!(x).)
(viii) F~1, siendo F(x) = / —dt
0 V1—12

2. Para cada una de las f siguientes, si F(x) = [j f, (En qué puntos x se verifica que F'(x) = f(x)?
(Precaucion: podria ocurrir que F'(x) = f(x), incluso si f no es continua en x.)

() f(x)=0six<1, f(x)=1six>1.
() f(x)=0six<1, f(x)=1six>1.
(i) f(x)=0six#1, f(x)=1six=1.
(iv) f(x) = 0sixes irracional, f(x) = 1/g si x = p/q fraccién irreducible. {B
(V) f(x)=0six<0, f(x) =xsix>0.
(vi) f(x) =0six<0ox>1, f(x)=1/[1/x]si0<x<1.
(vii) f esla funcidén indicada en la Figura 6.
(viii) f(x) =1six=1/nparaalginndeN, f(x) =0 en los demas casos.

1

N
PO — —

1
8

Figura 6

3. Demostrar que los valores de las siguientes expresiones no dependen de x:

. * 1 Ix 1 N senx 1
O [ TrEht ), et @) sdi, x€(0,7/2).

—cosx V1 —t

e D
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*10.

11.

12.

PARTE 3 Derivadas e integrales
Hallar (f~1)'(0) si

i) flx)= /OX 1+ sen(sent)dt. () f(x)= /lxcos(cost)dt.

(No evaluar f explicitamente.)

Hallar una funcién g tal que

(i) /Oxtg(t)dt:x—i—xz. (ii) /Ox 1g(t)dt = x+x°.

(Obsérvese que no se supone que g sea continua en 0.)

(a) Hallar todas las funciones continuas f que satisfacen

X
/ f=(f(x))>+C  paraalguna constante C,
0

suponiendo que f no es 0 en ningun intervalo (en realidad, es suficiente suponer que f tiene
como maximo un 0).

(b) Hallar una solucién que sea 0 en cualquier intervalo dado [a,b], para un C apropiado. Indica-
cién: puede ayudar comenzar con el caso en el que 0 es un punto de [a, b]

. Utilizar el Problema 13-23 para demostrar que

1 L X0 1 3 12 [1—x V3
D <[ <l i —</ dx< Y2
()7\/5_/0\/14——)(2 =7 Wg=f Viga™=73

Hallar F'(x) si F(x) = [y xf(r)dr. (La respuesta no es xf(x); debe realizarse una manipulacién
obvia en la integral antes de intentar calcular F’.)

Demostrar que si f es continua, entonces

/Oxf(u)(x—u)du: /O </Ouf(t)dt> du.

Indicacién: diferenciar ambos lados de la igualdad, utilizando el Problema 8.

Utilizar el Problema 9 para demostrar que

/Oxf(u)(X—u)zdu:Z/Ox (/Om </Ou1 f(t)dt> du1> du.

Hallar una funcién f tal que f”(x) =1 / V14 sen?x. (Este problema se supone que es ficil; no
interpretar erréneamente la palabra “hallar”).

Una funcién f es periddica, con periodo a, si f(x+a) = f(x) para todo x.

(a) Si f es periddica con periodo a e integrable en [0, a], demostrar que

b+a

a
/ f= f paratodo b.
0 b

@D
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(b) Hallar una funcién f que no sea periddica, pero que lo sea f’. Indicacion: elegir una g periédica
para la cual pueda asegurarse que f(x) = f; g no sea periddica.
(c) Si f’ es periGdica con periodo a'y f(a) = f(0), entonces f es también periddica con perfodo a.
*(d) Reciprocamente, si f es periddica con periodo a'y f es periddica (con algin periodo no nece-
sariamente = a), entonces f(a) = f(0).
13. Hallar fob v/xdx, encontrando simplemente una funcién f con f’(x) = /x, y utilizando el Segundo
Teorema Fundamental del Célculo. Cotejar después con el problema 13-21.

*14. Aplicar el Teorema Fundamental del Calculo y el Problema 13-21 para deducir el resultado enun-
ciado en el Problema 12-21.

*15. Sean Cy, C y C; curvas que pasan por el origen, tal como se mues-
tra en la Figura 7. Cada punto de C se puede unir a un punto de C; C
mediante un segmento rectilineo vertical y a un punto de C; me- C
diante un segmento horizontal. Diremos que C bisecciona C; y C,
si las regiones A y B tienen la misma area para cada punto de C.
(a) Si Cy es la grifica de f(x) =x% x>0y C es la grifica de A

f(x) = 2x%, x > 0, hallar C, de manera que C biseccione a C;
y G Figura 7
(b) En general, hallar C; si C; es la graficade f(x) =x",y Cesla
grifica de f(x) = cx™ para algin ¢ > 1.
16. (a) Hallar las derivadas de F(x) = [ 1/rdt y G(x) = [ 1/td.
(b) Dar ahora una nueva demostracioén para el Problema 13-15.

*17. Aplicar el Teorema Fundamental del Célculo y el Teorema de Darboux (Problema 11-60) para dar
otra demostracién del “Teorema del Valor Intermedio”.

18. Demostrar que si & es continua, f'y g son diferenciables, y

entonces F'(x) = h(g(x))- g (x) —h(f(x)) - f'(x). Indicacion: intente reducir el problema a los dos
casos ya conocidos, con una constante como limite de integracion inferior o superior.
19. Sea f integrable en [a,b], sea ¢ un punto de (a,b), y sea

F(x):/axf, a<x<b.

Para cada una de las siguientes afirmaciones, dar una demostracion o un contraejemplo.

(a) Si f es diferenciable en ¢, entonces F es diferenciable en c.
(b) Si f es diferenciable en c, entonces F’ es continua en c.
(c) Si f es continua en c, entonces F’ es continua en c.

%k
20. Sea " {cosi, X £ 0
X) =
0, x=0.

La funcién F (x) = [ f ¢Es diferenciable en 0? Indicacion: consultar la pagina 180.

@D
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21. Suponer que f” es integrable en [0, 1] y que f(0) = 0. Demostrar que para todo x de [0, 1] se verifica

o<y [ e

Demostrar también que la hipétesis f(0) = 0 es necesaria. Indicacién: Problema 13-39.

*#22. Suponer que f es una funcién diferenciable con f(0) =0y 0 < f’ < 1. Demostrar que para todo

x > 0 se verifica
X X 2
/f3s</ f) .
0 0

*23. (a) Suponer que G’ = gy F’' = f. Demostrar que si la funcion y satisface la “ecuacion diferencial”
(%) g(y(x)) -y (x) = f(x) paratodo x de algin intervalo,
entonces existe un nimero c tal que
(**) G(y(x)) =F(x)+c¢ paratodo x de este intervalo.

(b) Demostrar, reciprocamente, que si y satisface (xx), entonces y es una solucién de (x).
(c) Hallar qué condicién debe satisfacer y si

1N 1+x?

(En este caso g(t) = 1+t y f(t) = 1 +12.) Entonces “resolver” las ecuaciones resultantes para
hallar todas las soluciones posibles y (ninguna solucién posee R como su dominio).

(d) Hallar qué condicién debe satisfacer y si
B —1
1 HS(x)

(Una referencia al Problema 12-14 demostraré que existen funciones que satisfacen la ecuacién
resultante.)

y(x)

(e) Hallar todas las funciones y tales que

Yy (x) = —x.
Hallar la solucion y que verifica y(0) = —1.

24. En el Problema 10-19 vimos que la derivada Schwarziana
) 3 (f” () ) ’
fx) 2\ (%)

era 0 para f(x) = (ax+b)/(cx+d). Supongamos ahora que f es cualquier funcion cuya derivada
Schwarziana es 0.

(a) f"2/f"3 es una funcién constante.



25.

26.

217.

28.
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(b) f esdelaforma f(x) = (ax+b)/(cx+d). Indicacién: considerar u = f’ y aplicar el problema
anterior.

El limite limy e || év f. si existe, se designa por [ f (o [ f(x)dx), y se le denomina “integral

impropia”.

(a) Determinar [;”x"dx, sir < —1.

(b) Utilizar el Problema 13-15 para demostrar que [;” 1/xdx no existe. Indicacién: ;qué se puede
decir de [2"1/xdx?

(c) Suponer que f(x) >0 parax >0y que [; f existe. Demostrar que si 0 < g(x) < f(x) para todo
x>0,y g es integrable en cada intervalo [0, N], entonces también existe ;" g.

(d) Explicar por qué [3°1/(1 +x?)dx existe. Indicacion: separar esta integral en 1.

Decidir si las siguientes integrales impropias existen.

e 1
a ——dx.
@ /0 V1+x3

°° X
®) 0o 1+4+x3/2 dx.

(©) /0 ) . \/11—+x dx (en realidad, este tipo ya se consider6 en el Problema 28).

La integral impropia [“_ f se define,obviamente, como limy_, .. [y f. Pero otro tipo de integral

impropia [ f se define de una manera no tan evidente: es igual a f;” f + ff’w f, siempre y cuando

ambas integrales impropias existan.

(a) Explicar por qué [~_1/(1+x?)dx existe.

(b) Explicar por qué no existe [~_xdx . (Obsérvese, sin embargo, que limy_c. [ iVNxdx si existe.)

(c) Demostrar que si [~ f existe, entonces existe limy_e | iVN fyesigual a [7 f. Demostrar,
ademds, que limy_,c. [ f’]\f Ly limy e [ isz f existen ambos y son iguales a [~ f. ;Puede dar

el lector una generalizacion razonable a estos hechos? (En caso contrario, le serd dificil tratar
estos casos particulares).

Existe otro tipo de “integral impropia” en la cual el intervalo estd acotado, pero la funcién no
estd acotada:

(a) Sia> 0, hallar lim, o+ [;'1/y/xdx. Este limite se designa mediante [ 1/+/xdx, incluso aun-
que la funcién f(x) = 1/4/x no estd acotada en [0,a], independientemente de cémo se defina

f(0).

(b) Hallar [j'x"dxsi —1 <r<0.

(c) Utilizar el Problema 13-15 para demostrar que [ x~'dx no tiene sentido, ni siquiera como
limite.

(d) Inventar una definicién razonable de [ aO |x|"dx para a < 0y calcularla para —1 < r <0.

(e) Inventar una definicién razonable de [',(1 —x)~/2dx, como una suma de dos limites, y
demostrar que los limites existen. Indicacion: ;jpor qué existe f?l (1 +x)_1/ 2dx ? (Cémo es
(14 x)~'/2 comparado con (1 —x?)~"/2 para —1 < x < 0?

@D
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x—0+t

Lf(e
29. (a) Si f es continua en [0, 1], calcular 1im x / @dt.
X
*(b) Si f es integrable en [0, 1] y continua en 0, calcular

Lf(r
lim x/ &z)dt.
X t

x—0t
30. Es posible, finalmente, combinar las dos extensiones posibles del concepto de integral.

(@) Sif(x)=1/\xpara0<x<1y f(x)=1/x*parax > 1, hallar/ f(x)dx (una vez decidido
0

cudl debe ser su significado).

oo

(b) Demostrar que x"dx nunca tiene sentido. (Distinguir los casos —1 <r <0y r < —1. En
q g y

0
uno de los casos el fallo estd en 0, y en el otro en eo; para r = —1 el fallo estd en ambos sitios).
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‘ Las funciones trigonométricas ﬂg

Las definiciones de las funciones sen y cos son considerablemente més sutiles de lo
que se podria sospechar. Por esta razon, este capitulo comienza con algunas definicio-
nes informales e intuitivas, que no deben ser analizadas demasiado rigurosamente ya
que pronto serdn substituidas por las definiciones formales que son las que nos interesa
utilizar en realidad.

En geometria elemental un dngulo se define como la unién de dos semirrectas con un

punto inicial comun (Figura 1).

En trigonometria son maés utiles los “dngulos dirigidos,”” que pueden considerarse

como pares de semirrectas (/1,/;) con el mismo punto inicial, visualizadas como las de
la Figura 2.

Figura 1

h=0Dh

1)
Iy
Iy
[y
12 l2
I

I

Iy

Figura 2

Si siempre se elige como /; la mitad positiva del eje hori- ;

zontal, un dngulo dirigido queda completamente determinado
por la segunda semirrecta (Figura 3).

303

&)

Figura 3
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@
-\

Figura 4

(x,y)

X
cos A

/\
%
—
7]
_/g

{B Figura 5

180 9

)

360

-

Figura 6

longitud x

(

dh
N

Figura 7

1, 0)
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Como cada semirrecta corta al circulo unidad exactamente una
vez, un dngulo dirigido puede describirse todavia de una manera
mas sencilla, mediante un punto del circulo unidad (Figura 4), es
decir, mediante un punto (x,y) con x> +y> = 1.

Ahora es posible definir el seno y el coseno de un angulo diri-
gido de la manera siguiente (Figura 5): un dngulo dirigido estd de-
terminado por un punto (x,y) con x?> +y? = 1; el seno del dngulo
se define como y, y el coseno como x.

A pesar del aura de precision que envuelve al parrafo ante-
rior, todavia no hemos acabado con las definiciones de sen y cos.
Efectivamente, no hemos hecho mas que empezar. Lo que he-
mos definido es el seno y el coseno de un dngulo dirigido; lo que
queremos definir es el sen x y el cos x para cada niimero x. El
procedimiento usual para hacerlo consiste en asociar un angulo a
cada ndmero. El método mds antiguo se basa en “medir los dngu-
los en grados”. Un dngulo completo (o perigonal) se asocia con
360, un dngulo llano se asocia con 180, un dngulo recto con 90,
etc. (Figura 6). El angulo asociado de esta manera con el nime-
ro x, se denomina “4ngulo de x grados”. El dngulo de O grados
es el mismo que el angulo de 360 grados, y esta ambigiiedad se
hace extensible intencionadamente a los demas casos, de manera
que, por ejemplo, un dngulo de 90 grados es también un dngulo
de 360+ 90 grados, etc. Ahora es posible definir una funcion, que
representaremos mediante sen®, de la manera siguiente:

sen®(x) = seno del angulo de x grados.

Este método tiene dos dificultades. Aunque puede estar cla-
ro lo que significa un angulo de 90 o 45 grados, no resulta tan
obvio el significado de un dngulo de v/2 grados. Incluso aunque
esta dificultad pudiera subsanarse, no es probable que este méto-
do, basado en la eleccion arbitraria del valor de 360, conduzca a
resultados elegantes —seria realmente pura casualidad que la fun-
cién sen® tuviese propiedades matemdticas agradables.

La “medida en‘radianes” permite remediar ambos defectos.
Dado cualquier nimero x, elijamos un punto P del circulo unidad
tal que x es la longitud del arco que comienza en (1,0) y se ex-
tiende, en sentido contrario a las agujas del reloj, hasta el punto
P (Figura 7). El angulo dirigido determinado por P se denomina
el “angulo de x radianes”. Como la longitud de la circunferencia
es 2m, el 4ngulo de x radianes y el dngulo de 27 + x radianes son
idénticos. Ahora podemos definir una funcién sen” de la manera
siguiente:

sen”(x) = seno del dngulo de x radianes.

@D
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Este mismo método puede adoptarse facilmente para de-
finir sen®; como debe verificarse que sen® 360 = sen’ 27,
podemos definir

271X X

sén x = se€n %:SCH @ A

longitud x

Pronto abandonaremos el superindice » en sen’, ya que sen”
(y no sen®) es la inica funcién que nos va a interesar; antes,
sin embargo, debemos hacer algunas advertencias.

Las expresiones sen’x y sen” x a veces se escriben

senx’
senx radianes,

pero esta notacién induce a confusién; un nimero x es simple-
mente un ndmero —no lleva un distintivo que indique que se
expresa en “grados” o en “radianes”. Si no estd claro el signi-

area —

Figura 8

ficado de la notacion “senx”, generalmente suele preguntarse:
g preg Foy=v1—22

“ix se expresa en grados o radianes?”

pero lo que realmente se pretende saber es si la notacién senx
se refiere a sen® o sen”. Incluso para los matematicos mas adic-

. m
area
2

tos a la precision, estas observaciones no constituirian un pro-
blema relevante si no fuese porque al no tenerlas en cuenta
pueden cometerse errores en la resolucién de algunos proble-
mas (en el Problema 19 se da un ejemplo concreto de esta posibilidad).
Aunque la funcién sen” es la que deseamos denotar simplemente por sen (y utilizarla
exclusivamente de ahora en adelante), existe una dificultad inherente en la definicién
de sen”. La definicién que hemos propuesto depende del concepto de longitud de una
curva. Aunque en algunos problemas ya hemos definido el concepto de longitud de una
curva, es facil también reformular la definicién en términos de areas (en el Problema 28
se indica una construccién de las funciones trigonométricas en términos de la longitud.)
Supongamos que x es la longitud del arco del circulo unidad, que va desde (1,0) a P;
este arco contiene pues x/27 de la longitud total de la circunferencia del circulo unidad.
Sea S el “sector” que se muestra en la Figura 8; S estd limitado por el circulo unidad, el
eje horizontal y la semirrecta que va desde (0,0) a P. El drea de S ha de ser igual a x/27
veces el drea del circulo unidad, la cual vale 7t; por tanto, S debe tener un drea igual a

X X

I I 5
De manera que podemos definir cosx y senx como las coordenadas del punto P que
determina un sector de drea x/2.

Basandonos en estas observaciones, estamos ya en condiciones de dar una definicién
rigurosa de las funciones sen y cos. La primera definicion identifica a 7t como el area del
circulo unidad —més concretamente como el doble del drea del semicirculo (Figura 9).

@D
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Definicién

1
n:2-/ 1 —x2dx.
—1

(Esta definicién no se da tan sélo por motivos estéticos; para de-
(x.v1=x%) " finir las funciones trigonométricas serd necesario definir primero
senx y cosx solo para 0 < x < 7.)

La segunda definicién describe el drea A(x) del sector limitado
por el circulo unidad, el eje horizontal y la semirrecta que corta al
circulo unidad en el punto (x,v/1—x?) para —1 <x<1.Si0<
x <1, dicha 4rea puede expresarse (Figura 10) como la suma del
area de un tridngulo y el 4rea de una regién en el circulo unidad:

1/1_ 2 1
(x,\/l —xz) %-ﬁ-/ vV 1—12ds.

La misma férmula es valida también para —1 < x < 0. En este
caso (Figura 11), el término

xV1—x2

Figura 11 2

Figura 10

es negativo, y representa el drea del tridngulo que debe sustraerse del término

1
/ vV 1—12de.
X

Definicién
Si —1 <x <1, entonces

1 —x2 1
A(x) :%4-/ V1—12dt.

Obsérvese que si —1 < x < 1, entonces A es diferenciable en x y (utilizando el Teo-
rema Fundamental del Calculo),
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Obsérvese también (Figura 12) que en el intervalo [—1,1] la
funcién A decrece desde

1
Apn:o+/\m—ﬂm=g
-1

hasta A(1) = 0. Esto se deduce directamente de la definicion de
A, y también del hecho de que la derivada A’(x) es negativa en
(—1,1).

Para 0 < x < 7t deseamos ahora definir cosx y senx como las
coordenadas de un punto P = (cosx, senx) del circulo unidad, que

determina un sector cuya drea es x/2 (Figura 13). En otras palabras:

Las funciones trigonométricas

Definicion
A(cosx) = *.

2’

sen(x) = /1 — (cosx)2.

Si 0 < x < 7, entonces cosx es el tnico nimero de [—1, 1] tal que

Esta definicion requiere una justificacion. El hecho de que A sea continua y tome
los valores 0 y 7t/2 nos asegura la existencia de un nimero y tal que A(y) = x/2 . Esta
referencia ticita al Teorema del Valor Intermedio es crucial si queremos que nuestra de-
finicién preliminar sea precisa. Habiendo pues justificado la definicién, ahora podemos

proseguir mas rapidamente.

Teorema 1. Si 0 < x < T, entonces
cos’(x) = —senx,

sen’(x) = cosx.

Demostracion Si B = 2A, entonces la definicién A(cosx) = x/2 puede escribirse como

B(cosx) = x;

en otras palabras, cos es precisamente la inversa de B. Ya hemos demostrado que

A=
2v/1—22
de lo cual podemos deducir que
1
B'(x)=—

?
1

Figura 12

307
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Por consiguiente,
cos'(x) = (B™1)'(x)
P = (cos x, sen x) _ 1
drea = B'(B~'(x))
2 1
- I
1-[B"'(x)
Figura 13 = —1/1—(cosx)?
= —senux.
Ya que
senx =4/ 1 —(cosx)?,
obtenemos también
1 —2cosx-cos’
sen’(x) i ()
2 1 — (cosx)?
_cosxsenx
~ senx
{B = COSX.
La informacién contenida en el Teorema 1 puede utilizarse para
14 representar las gréficas de sen y cos en el intervalo [0, t]. Como
COS ’
cos'(x) = —senx <0, 0<x<m,
|
7 la funcién cos decrece desde cos0 = 1 hasta cost = —1 (Figura 14).
! Por tanto, cosy = 0 para un tnico y del intervalo [0, 7t]. Para hallar
- dicho y, observemos que la definicién de la funcién cos,
Figura 14
£ A(cosx) = f,
2
significa que
y
A(0) ==
( ) 2?
de manera que
sen 1
yzz/ V1—1t2dt.
0
l L
1 i g Es facil comprobar que
2
0 1
Figura 15 / \/l—tzdt:/ V1—1t2dt
~1 0

Derivadas e integrales

@D
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por tanto, podemos escribir

1
y:/\M—ﬂng
—1

Se verifica igualmente que

by >0, 0<x<m/2
sen’(x) = cosx <0, m2<x<m,

de manera que sen incrementa en [0, 7t/2] desde sen0 = 0 hasta sen7t/2 = 1, y luego

decrece en [1t/2, 7t] hasta sen 7t = 0 (Figura 15).

Para valores de x fuera del intervalo [0, 7], los valores de senx y cosx pueden definirse

mediante un procedimiento sencillo que consta de dos etapas:

(1) Sit <x<2m,entonces
senx = —sen(27 — x),

cosx = cos(27 — x).

En la Figura 16 se muestran las graficas de sen y cos en el inter-
valo [0,27].

(2) Six=2mk+x para algin entero k, y algin x’ de [0,27], entonces

senx = senx',

cosx = cosx .

En la Figura 17 se muestran las graficas de sen y cos, funciones
definidas ahora en todo R.

AN N\ /T N\n

Las funciones trigonométricas 309

sen

v

U
/_477 /_271 0 27 An
(@)
} Ccos ~
% % % %
—4x 27 0 2w 4

I
Figura 17 )

Habiendo extendido las funciones sen y cos a R, ahora debemos comprobar que con-
tindan verificando sus propiedades bdsicas. Esto es facil en la mayoria de los casos. Por

@D

Tow 2
2
()
P COS
e
T ./ 2
2
b
®) Figura 16
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ejemplo, esta claro que, para todo x, se verifica la ecuacion

Tampoco es dificil demostrar que

sen®x -+ cos

2x=1

sen’(x) = cosx,

cos’(x) = —senx,

si x no es un multiplo de 7. Por ejemplo, si © < x < 27, entonces

de manera que

senx = —sen(27 —x),

sen’(x) = —sen’ (27w —x) - (—1)

= COSX.

= cos(2m —x)

Si x es un multiplo de 7 , recurrimos a un artilugio; tan s6lo es necesario aplicar el
Teorema 11-7 para deducir que, también en este caso, se verifican las mismas férmulas.

Figura 18

| | [ \ | \ \ \
\ \ ‘ \ | | \ \
\ sec ‘ \ | \ \ |
\/ i | l tan | /] 1 l
1 [ j \ | \ | |
T P 37 | — T 3 |
2 2 2 l 2 2 2 l
1 l l l 1 | 1 l
| | | | | | | |

\ I i [ I

|

csC } } cot } }

| | | | |

S NG

I 27 | N 27

| | | | |

| | | | |

| | | | |

Las restantes funciones trigonométricas estandar no presentan ninguna dificultad. De-

finimos

S€Cx

tanx

CSCx

cotx

1

COSXx
senx

COSXx

senx
COSXx

senx

xFkn+m/2,

x F£ k.
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Las gréficas se representan en la Figura 18. Es aconsejable que el
lector trate de convencerse de que las caracteristicas generales de es-
tas graficas pueden predecirse a partir de las derivadas de dichas fun-
ciones, las cuales se resumen en el siguiente teorema (no es necesario
memorizar las férmulas ya que éstas pueden deducirse facilmente en el
momento en que se necesitan).

Teorema 2. Si x # km + 1 /2, entonces

sec’(x) = secxtanx,
tan’(x) = sec’ x.
Si x # km, entonces

csc’(x) = —cscxcotx,

cot’(x) = —csc?x.
Demostracion Se deja como ejercicio para el lector (se trata de un célculo
directo, que no ofrece ninguna dificultad). |

Las inversas de las funciones trigonométricas también se pueden di-
ferenciar facilmente. Las funciones trigonométricas no son uno-a-uno,
por lo tanto, para considerar sus inversas, deben restringirse a determi-
nados intervalos; la mayor longitud del intervalo que se puede conseguir
es 7, y los intervalos que se utilizan normalmente son (Figura 19)

[—m/2,7/2] para sen,
[0, ] para cos,
(—m/2,m/2) para tan.

(Las inversas de las restantes funciones trigonométricas se utilizan tan
raramente que ni siquiera las mencionaremos).
La inversa de la funcién

f(x) = senx, —n/2<x<m/2

se denomina “arcsen” (Figura 20); el dominio de arcsen es [—1,1]. Se
ha evitado utilizar la notacién sen™! ya que la funcién arcsen no es la
inversa de sen (la cual no es uno-a-uno), sino de la funcién f que es la
restriccion de sen al intervalo [—7t/2, 7t /2]; a veces la funcién restringi-
da f se denota mediante Sin, y arcsen mediante Sin~!.

La inversa de la funcién

g(x) = cosx, 0<x<m

Las funciones trigonométricas 311

—TT 4
21—+ 2
| #\
COS
%
\\7:
| |
| |
} tan }
‘ |
|
| |
T T
—TT T
2 2
| |
| |
| |
Figura 19
1 s
| |
T T
—TT T
2 -1 2
b
2
arcsen
-1 1
N —T
Figura 20

se denomina ““arccos” (Figura 21); el dominio de arccos es [—1,1]. A veces g se repre-

senta mediante Cos, y arccos mediante Cos ™.
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La inversa de la funcién

h(x) = tanx, —n/2<x< /2

se denomina ““arctan” (Figura 22); arctan constituye uno
de los ejemplos sencillos de una funcién diferenciable que
estd acotada aunque es uno-a-uno en todo R. A veces la fun-
cién h se representa mediante Tan, y arctan mediante Tan~!.

Las derivadas de las funciones trigonométricas inversas

son sorprendentemente sencillas y no incluyen a funciones

Figura 21 trigonométricas. No es dificil calcular dichas derivadas, pero para expresarlas de manera
adecuada deberemos simplificar expresiones como

cos(arcsenx),

sec(arctanyx).

arctan

Figura 22

Figura 23

Un pequeno dibujo es la mejor manera de recordar las simplificaciones correctas. Por
ejemplo, en la Figura 23 se representa a un dngulo dirigido cuyo seno es x —dicho dngulo
es, pues, un dngulo de (arcsenx) radianes; por consiguiente, cos(arcsenx) es la longitud
del otro lado, o sea v/1 —x2. Sin embargo, en la demostracién del siguiente teorema no
recurriremos a dibujos de este tipo.

Teorema 3. Si —1 < x < 1, entonces

1
V1—x2
—1
V1—x2

arcsen’ (x) =

arccos’(x) =

Ademds, para todo x se verifica

Demostracion

1
1+x%

arcsen’ (x) = (f 1) (x)
1
1)

1

sen’ (arcsenx)
1

cos(arcsenx)

arctan’ (x) =
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Sabemos que
[sen(arcsenx)]? 4 [cos(arcsenx)]? = 1,
es decir,
x* + [cos(arcsenx)]* = 1;
por tanto,

cos(arcsenx) = /1 —x2.

(Debe tomarse la raiz cuadrada positiva ya que arcsenx se encuentra en el intervalo
(—m/2,m/2), de manera que cos(arcsenx) > 0.) Esto demuestra la primera férmula.

La segunda férmula ya se ha establecido (en la demostracién del Teorema 1). El lector
puede también imitar la demostracion de la primera férmula, ejercicio muy recomenda-
ble si dicha demostracién le supuso alguna dificultad. La tercera férmula se demuestra
de la manera siguiente:

arctan’(x) = (A1)’ (x)

1
h (h=1(x))
o
~ tan/(arctan x)
_ 1
~ sec?(arctanx)

Dividiendo ambos miembros de la identidad

2

sena+cos*a =1

por cos?a , obtenemos

tan’a + 1 = sec’a.
de lo cual se deduce que
[tan(arctanx)]* 4 1 = sec?(arctanx),
es decir

x* + 1 = sec?(arctanx),

lo que demuestra la tercera férmula. ]

En el Problema 27 se esboza la demostracion tradicional de la férmula sen’(x) = cosx
(muy distinta a la demostracién que hemos dado aqui). Dicha demostracién tradicional
se basa en establecer primero que el limite

h
sen _

lim
h—0 h
y en la “férmula de la adicién”

sen(x+y) = senxcosy -+ cosxseny.
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Ambas férmulas pueden deducirse facilmente ahora que ya conocemos la derivada de
sen y cos. La primera no es méds que el caso particular sen’(0) = cos0. La segunda
depende de una caracterizacion elegante de las funciones sen y cos. Para deducir este re-
sultado se necesita un lema cuya demostracion incluye un sagaz artilugio; en la Parte IV
daremos una demostracién mds convencional.

Lema. Supdngase que f admite una segunda derivada en cualquier punto y que

f//+f:07
f(0) =0,
f(0)=o.

Entonces f = 0.

Demostracion Multiplicando ambos lados de la primera ecuacion por f’ ,obtenemos

f/fll+ff/:0.

() + A =20 f"+ ff) =0,

por tanto (f')? + 2 es una funcién constante. Como por hipétesis f(0) =0y f/(0) =0
deducimos que la constante es igual a 0; asi

[f' ()] +[f(x)]* =0 para todo x.

Esto implica que

f(x) =0 para todo x. u

Teorema 4. Si f admite una segunda derivada en cualquier punto y

'+ =0,
f(0) =a,
f/<0) =D,

entonces
f=b-sen+a-cos.

(En particular, si f(0) =0y f'(0) =1, entonces f = sen; si f(0)=1y f'(0) =0,
entonces f = cos.)

Demostracion Sea

= f(x) —bsenx —acosx.

oQ

—~
=

~—
|

Entonces

g (x) = f'(x) — bcosx+asenx,

g’ (x) = f"(x) + bsenx+acosx.
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Por consiguiente,
§"+8=0,
g(0) =0,
§'(0)=0,
lo que demuestra que
0=g(x) = f(x) —bsenx —acosx, para todo x. u

Teorema 5. Si x e y son dos niimeros cualesquiera, entonces
sen(x—+y) = senxcosy -+ cosxseny,
cos(x+y) = cosxcosy — senxseny.
Demostracion Dado un nimero y cualquiera, podemos definir una funcién f mediante
f(x) =sen(x+y).

Entonces

f(x) =cos(x+y)
f"(x) = —sen(x+y).

Por consiguiente,

'+ f=0,
f(0) = seny,
£'(0) = cosy.

Deducimos pues, segin el Teorema 4, que
f = (cosy) -sen+(seny) - cos;
es decir,

sen(x—+y) = cosysenx -+ senycosx, para todo x.

Como el ndimero y elegido podia ser cualquiera, esto demuestra la primera formula para
todo x y todo y.
La segunda férmula se demuestra de una manera analoga. |

Para concluir este capitulo, y como un preludio al Capitulo 18, mencionaremos un
método alternativo de definir la funcién sen. Ya que

1
V1-a2
deducimos, segtn el Segundo Teorema Fundamental del Célculo, que

1
1—12

arcsen’ (x) =

para —1 <x <1,

dt.

X
arcsenx = arcsenx — arcsen( = /
0

@D
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Esta ecuacion se podia haber tomado como la definicion de arcsen. De aqui se deduciria
inmediatamente que

1 .
V1—x?
la funcién sen se definirfa entonces como (arcsen) !, y la férmula de derivacién de la
funcién inversa permitiria demostrar que

sen’(x) = /1 —sen?x,

la cual podria definirse como cosx. Por tltimo, se demostraria que A(cosx) = x/2, re-
cuperando al final de todo este desarrollo la definicién con la que comenzamos. A pesar
de que este método es mas rapido, la definicién resultaria totalmente desmotivada; sélo
el autor conoceria los detalles y pormenores de todo el razonamiento, no el estudiante
que es a quien va dirigido. Sin embargo, como veremos en el Capitulo 18, este tipo de
métodos son a veces los mds adecuados.

arcsen’(x) =

1. Diferenciar cada una de las siguientes funciones.
(i) f(x) = arctan(arctan(arctanx)). (ii) f(x) = arcsen(arctan(arccosx)).

(iii) f(x) = arctan(tanxarctanx). (iv) f(x) = arcsen (ﬁ) :

2. Hallar los siguientes limites aplicando la Regla de 1’Hopital.

) senx —x+x°/6 .. senx —x+x°/6
lim — "% /° lim —2 "% /7
(1) xl—r>I(l) x3 (11) xl—l;% fl
.. cosx—1+x%/2 ... cosx—1+x%/2
(i) Jig ———— )l ————
tanx —x+x° /3 11
(0 lig TR i (- ),
x—0 X x—=0\ X senx
2 e senx’ X0
. Sea f(x) = x
1, —0.

(a) Hallar f(0).
(b) Hallar f”(0).

A este nivel el lector debera aplicar, casi con toda seguridad, la regla de 1’Hopital, pero en el
Capitulo 24 utilizaremos un método que permitird calcular f (k) (0) para todo k, casi sin ninguna

dificultad.

4. Representar graficamente las siguientes funciones.
(a) f(x)=sen2x.
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(b) f(x) = sen(x?). (Puede obtenerse una grifica bastante aceptable de esta funcién utilizando dni-
camente un esquema de la grafica de sen. En efecto, la tnica posibilidad que tiene el lector
en este problema es dejarse llevar por el puro razonamiento, ya que determinar el signo de la
derivada f’(x) = cos(x?) - 2x no es mds facil que determinar el comportamiento de f directa-
mente. Sin embargo, la férmula de f’(x) si que indica un hecho importante —f’(0) = 0, lo cual
debe ser cierto ya que f es par, y ademds deberia resultar aparente en la grafica dibujada por el
lector).

(c¢) f(x) = senx+ sen2x. (Seguramente resultard instructivo dibujar cuidadosamente primero las
grificas de g(x) = senx y h(x) = sen2x en el mismo sistema de ejes de coordenadas, desde 0
hasta 27, y tratar de intuir cémo serd el aspecto de la suma. El lector puede calcular ficilmente
cudantos puntos criticos posee f en [0,27] considerando la derivada de f. Luego puede deter-
minar la naturaleza de estos puntos criticos calculando el signo de f en cada punto; la gréfica
sugerird, probablemente, la respuesta).

(d) f(x)=tanx— x. (Determinar primero el comportamiento de f en (—7/2,7/2); en los interva-
los (kmt — 7 /2,kmt + 7 /2) la grafica de f serd la misma aunque desplazada una cierta cantidad.
(Por qué?)

(e) f(x)=senx—ux. (En el caso de esta funcidn serd especialmente ttil el material del Apéndice
del Capitulo 11).

o senx7 X £0
X)) = X
1, x=0
(El apartado (d) deberia permitir al lector determinar, aproximadamente, donde se localizan los
ceros de f’ . Obsérvese que f es par y continua en 0; considérese también el valor de f para
valores grandes de x).

(2) f(x)=xsenx.

La espiral hiperbdlica es la gréfica de la funcion f(6) = a/6 en coordenadas polares (Capitulo 4,

Apéndice 3). Representar graficamente dicha curva, prestando atencién sobretodo a su comporta-

miento cuando 0 se aproxima a 0.

Demostrar la férmula de la adicién para cos.

(a) A partir de la férmula de la adicién para sen y cos deducir férmulas para sen2x, cos2x, sen 3x
y cos 3x.

(b) Utilizar estas férmulas para hallar los siguientes valores de las funciones trigonométricas (de-
ducidos normalmente, en trigonometria elemental, utilizando argumentos geométricos):

sen —COSTC—

4 T4 27
tan = = 1
an— =

4 )

T 1
sen — = —

6 2’
COSTK—\/3

6 2
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11.

12.

13.
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(a)

(b)

(©

- (a)

(b)

Demostrar que A sen(x + B) puede escribirse como asenx+ bcosx para valores adecuados de a
y b. (Uno de los teoremas de este capitulo permite dar una demostracién de una linea. El lector
deberia intuir también qué valores han de tener a y b).

Reciprocamente, dados a y b, hallar nimeros A y B tales que asenx + bcosx = Asen(x + B)
para todo x.

Utilizar el apartado (b) para trazar la grafica de f(x) = v/3senx + cosx.

Demostrar que

tan(x+) tanx +tany

X =
Y 1 —tanxtany

six,y, y x+y no son de la forma k7t + 7t /2. (Utilizar las férmulas de la adicion para sen y cos.)

Demostrar que

< x+y >
arctanx 4 arctany = arctan ,
1 —xy

indicando las restricciones necesarias que han de verificar x e y. Indicacién: sustituir x por
arctanx e y por arctany en el apartado (a).

Demostrar que

arcsen a + arcsen § = arcsen (/1 — B2+ /1 —a?),

indicando las restricciones que deben satisfacer a y f3.

Demostrar que si m y n son nimeros cualesquiera, entonces

senmxsennx = [cos(m — n)x —cos(m+n)x],

senmxcosnx = [sen(m+n)x+ sen(m—n)x],

cosmxcosnx = 1[cos(m +n)x+ cos(m — n)x].

Demostrar que si m y n son nimeros naturales, entonces

m 0, m+#n
/ senmxsennxdx:{ ’ a

_n T, m=mn,

n 0, m#n
/ cosmxcosnxdx = ’ a

o T, m=n,

T
/ senmxcosnxdx = 0.
—TT

Estas relaciones son particularmente relevantes en la teoria de las “series de Fourier”. Aunque a este
tema le dedicaremos una atencién algo mds detallada sélo en las Lecturas Recomendadas (véase la
referencia [26]), el siguiente problema permite hacerse una idea de su importancia.

(a) Si f es integrable en [—m, 7], demostrar que el valor minimo de

/T;(f(x) —acosnx)? dx
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se alcanza cuando

1 T
a=— [ f(x)cosnxdx,
TJ—m

y que el valor minimo de

/n (f(x) — asennx)? dx

se alcanza cuando

1 T
a=— [ f(x)sennxdx.
nTJ—7

(En cada caso, sacar a fuera del signo integral, obteniendo una expresion cuadrética en a.)

(b) Definir
:—/ x)cosnxdx, n=0,1,2,...,
—/ f(x)sennxdx, n=1,2,3,....
—T

Demostrar que si ¢; y d; son nlimeros cualesquiera, entonces

| (f(X) -

T 2 aOC() N C()2 N 2 2
:/ [f(x)]*dx—2m T+Zancn+bndn +7 7+ch +d,

n=1 n=1

2
C; ZC,,cosnx—Fd sennx]) dx

n=1

= [ f0Pdv—n (%02 + i an2+bn2>

- n=1

{53 g )

demostrando asi que la primera integral alcanza un valor minimo cuando a; = ¢; y b; = dj.
En otras palabras, entre todas las “combinaciones lineales” de las funciones s,(x) = sennx y
cp(x) = cosnx para 1 <n <N, la funcién particular

N
ap
—+ z a, cosnx + b, sennx

8(x) =~

n=1
es la que presenta un “maximo ajuste” a f en el intervalo [—7, 7.

14. (a) Hallar una férmula para senx+seny. (Obsérvese que, al hacerlo, también se obtiene una férmu-
la para senx — seny.) Indicacién: hallar primero una férmula para sen(a + b) + sen(a — b).
(,Qué ventaja supone hacer esto en primer lugar?
(b) Hallar también una férmula para cosx -+ cosy y cosx — cosy.

2

15. (a) Partiendo de la férmula para cos 2x, deducir férmulas para sen” x y cos” x en términos de cos 2x.
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16.

17.

18.

19.

20.
21.

22.

23.

24.
25.

*26.

PARTE 3 Derivadas e integrales

(b) Demostrar que

COS{_ 1+ cosx Sen{_ 1 —cosx
27V 2 y 2=V 2

(c) Utilizar el apartado (a) para hallar fab sen’xdx y fab cos?xdx.

(d) Representar graficamente a la funcién f(x) = sen®x.

para 0 <x < 7/2.

Hallar sen(arctanx) y cos(arctanx) como expresiones que no incluyan funciones trigonométricas.

Indicacion: y = arctanx significa que x = tany = seny/cosy = seny//1 —sen?y.

Si x = tanu/2, expresar senu y cosu en términos de x. (Utilizar el Problema 16; las respuestas

deben ser expresiones muy sencillas).

(a) Demostrar que sen(x+ 7/2) = cosx. (De hecho, hemos estado dibujando las grificas de sen y
cos como si esto fuese asi).

(b) (A qué son iguales arcsen(cosx) y arccos(senx)?

(a) Hallar fol 1J+12 dt. Indicacién: la respuesta no es 45.

(b) Hallar [§" 7 dr.
1

Hallar lim,,.. xsen ;.
(a) Definir las funciones sen® y cos® mediante sen®(x) = sen(7tx/180) y cos®(x) = cos(mx/180).

Hallar (sen®)’ y (cos®)’ en términos de estas mismas funciones.
ol
T

(b) Hallar lim,_,q Se‘)‘:x y lim,_,.. xsen

Demostrar que todo punto del circulo unidad es de la forma (cos0,sen6) para por lo menos un
nimero 6 (y por lo tanto para infinitos).

(a) Demostrar que 7 es la longitud médxima posible de un intervalo en el cual sen es uno-a-uno, y
que un tal intervalo debe ser de la forma [2km — 7w/2,2kn+ /2] o [2kn+7/2,2(k+ 1)1 —
/2].

(b) Supéngase que g(x) = senx para x en (2km — 7t/2,2km + 7 /2) (A qué es igual (g !)"?

Sea f(x) = secx para 0 < x < 7. Hallar el dominio de f~! y hacer un esquema de su grafica.

Demostrar que |senx—seny| < |x—y| para todos los nimeros x # y. Indicacién: el mismo resultado,

pero reemplazando < por <, es una consecuencia inmediata de un teorema bien conocido; a partir

de dicho teorema, sélo se necesitan unas sencillas consideraciones suplementarias para mejorar el
resultado de < a <.

Es un test de intuicién excelente predecir el valor de
b
lim / f(x)senAxdx.
A—oo Jg

Las funciones continuas deberian ser mas accesibles a la intuicién, pero una vez que se tiene la
idea adecuada para una demostracién el limite se puede hallar facilmente para cualquier funcién
integrable f.

(a) Demostrar que lim;_.. fcd sen Axdx = 0, calculando la integral explicitamente.
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(b) Demostrar que si s es una funcion escalonada en [a,b] (terminologia del Problema 13-26),
entonces 1im;_,.. fab s(x)senAxdx =0.

(c) Finalmente, utilizar el Problema 13-26 para demostrar que 1im;_,.. [, ab f(x)senAxdx = 0 para
cualquier funcién f integrable en [a,b]. Este resultado, al igual que el obtenido en el Proble-
ma 12, desempeiia un papel importante en la teoria de las “series de Fourier”; ; se conoce como
el “Lema de Riemann-Lebesgue”.

Este problema describe el método clédsico empleado para el estudio de las funciones trigonométri-
cas. El sector sombreado de la Figura 24 tiene un drea igual a x/2.
(a) Considerando los tridngulos OAB y OCB demostrar que si 0 < x < 7t/4, entonces

senx _x _ senx

< < .
2 2  2cosx

. C
(b) Concluir que
nx
cosx < — < 1, 4
y demostrar que
_senx
Iim—— =1
(c) Utilizar este limite para hallar
Figura 24
. 1l—cosx
lim —.
x—0 X

(d) Utilizando los apartados (b) y (c), y la férmula de la adicién para sen, hallar sen’(x), comen-
zando con la definicién de derivada.

En este problema se presenta un tratamiento de las funciones trigonométricas en términos de la
longitud, y se utilizan los resultados del Problema 13-25. Sea f(x) = v/1 —x? para —1 < x < 1.
Defina .Z(x) como la longitud de f en [x,1].

(a) Demostrar que

L |
2=
( ) x 1—12
(Se trata de una integral impropia, tal como se defini6 en el Problema 14-28, por tanto primero
se debe demostrar que la afirmacién es cierta si la longitud posee un valor comprendido en el
intervalo [x, 1 — €] y luego demostrar que .Z(x) es el limite de estas longitudes cuando € — 07.)
(b) Demostrar que

1
L) = - —= ara —1 <x < 1.
A
(c) Defina 7 como .Z(—1). Para 0 < x < 7, defina cosx como Z(cosx) = x, y defina senx =
V1 —cos? x. Demostrar que cos’(x) = —senx y sen’(x) = cosx para 0 < x < 7.

En el texto se definié también, brevemente, otro método para abordar el estudio de las funciones
trigonométricas —comenzando con las funciones inversas definidas mediante integrales. Es conve-
niente comenzar con arctan, ya que esta funcion estd definida en todo x. Para hacer este problema,
el lector debe simular que nunca ha oido hablar de las funciones trigonométricas.
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(a) Seaa(x)= [;(1+1%)~!dt. Demostrar que a es impar y creciente, y que lim, .. a(x) y limy, . a(x)
existen ambos, y son los negativos uno del otro. Si definimos 7w = 21fm, .. a(x), entonces o~
estd definida en (—7/2,7/2).

(b) Demostrar que (a~!)'(x) =1+ [a ' (x)]%.

(c) Para —71/2 < x < 7/2, definir tanx = a~!(x), y entonces definir senx = tanx/v/1 + tan?x.
Demostrar que

(1) lim,_,;5- senx =1 (i) lim,_, o+ senx = —1
senx
— —n/2<x<m/2yx#0
(iii) sen’(x) = tanx / / (iv) sen”(x) = —senx
1, x=0

para— /2 < x < 1/2.

*30. Si se supone que ciertas ecuaciones diferenciales poseen soluciones, entonces es posible emplear
otro método para el estudio de las funciones trigonométricas. Supdngase, en particular, que existe
alguna funcién yy que no siempre vale 0 y que satisface yo” + yo = 0.

(a) Demostrar que yo> + (yo')? es constante, y concluir que o bien yo(0) # 0 0 yo'(0) # 0.

(b) Demostrar que existe una funcién s que satisface s” +s =0y s(0) =0y s'(0) = 1. Indicacién:

probar s de la forma ayg + byy'.
Si definimos sen = s y cos = s’, entonces casi todos los hechos relativos a las funciones tri-
gonométricas son triviales. Sin embargo, existe un punto que requiere una atencién especial
—obtener el nimero 7. La manera mds ficil de hacerlo consiste en utilizar el ejercicio del
Apéndice del Capitulo 11:

(c) Utilizar el Problema 6 del Apéndice del Capitulo 11 para demostrar que cosx no puede ser
positivo para todo x > 0. De aqui se deduce que existe un menor xg > 0 con cosxg =0, y
entonces se puede definir 7T = 2xy.

(d) Demostrar que sen/2 = 1. (Como sen®+cos? = 1, obtenemos sen7t/2 = +1; el problema
consiste en decidir por qué sen 1t/2 es positivo).

(e) Hallar cosm, senm, cos2m,y sen27. (Naturalmente se puede utilizar cualquiera de las férmulas
de adici6n ya que éstas pueden deducirse una vez que sabemos que sen’ = cos y cos’ = —sen.)

(f) Demostrar que cos y sen son periddicas, con periodo 27t.
31. (a) Después de todo el trabajo que hemos dedicado a la definicién de sen, seria desalentador ob-

servar que sen es una funcién racional. Demostrar que no lo es. (Existe una propiedad sencilla
de la funcién sen que no la puede cumplir ninguna funcién racional excepto la funcién nula).

(b) Demostrar que sen no estd ni siquiera definida implicitamente mediante una ecuacién algebrai-
ca; es decir, no existen funciones racionales fy,..., f,— tales que

(senx)" + f,_1(x)(senx)" ' +---+ fo(x) =0 para todo x.

Indicacién: demostrar que fy = 0, de manera que senx pueda sacarse factor comun. El factor
que queda es 0 excepto quizds para multiplos de 7. Pero esto implica que es O para todo x.
(¢ Por qué?) El lector esta ahora preparado para una demostracién por induccion.
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Supdngase que ¢ y ¢, satisfacen

$1"+g1¢41 =0,
2"+ 8202 = 0,
yque g2 > g1.

(a) Demostrar que ¢1" s — p2"d1— (g2 —g1)P1¢92 =0.
(b) Demostrar que si ¢1(x) >0y ¢2(x) > 0 para todo x de (a,b), entonces

b
/a 612 — d2" 1] > 0,

y concluir que

[61'(D)p2(b) — ¢1 (@) p2(a)] — [$1(c)d2'(B) — p1(a)$2'(a)] > 0.
(d) Demostrar que en este caso no puede ser que ¢1(a) = ¢1(b) = 0. Indicacién: considérese el
signo de ¢’ (a) y de ¢’ (D).
(e) Demostrar que las ecuaciones ¢(a) = ¢1(b) = 0 son también imposibles si ¢ >0, ¢, <00

¢1 <0, 92 >0,0¢; <0, 2 <O0en (a,b). (El lector deberia ser capaz de deducirlo casi sin
ningtn esfuerzo adicional).

El resultado neto de este problema puede resumirse de la manera siguiente: si a y b son ceros
consecutivos de ¢, entonces ¢, debe tener algin cero en algin punto entre a y b. Este resul-
tado, definido de una manera algo més general, se conoce como el “Teorema de Comparacién
de Sturm”. Como ejemplo particular, cualquier solucién de la “ecuacién diferencial”

Yt (x+1)y=0
debe tener al menos un cero en cualquier intervalo (n7m, (n+ 1)7).

(a) Utilizando la férmula para senx — seny deducida en el Problema 14, demostrar que
sen(k+ 3)x—sen(k— 3)x =2sen g coskx.

(b) Concluir que

1 sen(n+ %)x
§+cosx+cos2x+--‘+cosnx: —
2sen§

Al igual que en el caso de otros dos resultados de esta coleccion de problemas, esta ecuacion
es muy importante en el estudio de las “series de Fourier ”, y también lo utilizaremos en los
Problemas 19-43 y 23-22.

(c) Andlogamente, deducir la férmula

n+1 (n )
sen sen | —
2 X 2x
P .
sen —

2
(En el Problema 27-14 indicaremos una manera mas natural de deducir estas férmulas).

senx—+sen2x—+ - - -+ sennx =

(d) Utilizar los apartados (b) y (c) para hallar fé’ senxdxy fob cosxdx directamente a partir de la
definicién de integral.
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